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CAPITULO 1

Alguns resultados importantes

1.1 definicoes

I, : matriz Identidade de dimensao (n x n)
J, 11t

1.1.1 Trago
Sejam A,y p, Bpxps Coxps Dpxp, Tpxp € @ tescalar.
Propriedades
Tr(a) =«
Tr(A+ B) =Tr(A) +Tr(B)
Tr(aA) =aTr(A)
Tr(CD) =Tr(DC) =X, ; cijdji
st Az, = tr(AT) onde T = ¥, @t
tr(B~'AB) = tr(A)

SR e

1.1.2 Determinantes

A(pxp), C (constante)

Se A é diagonal ou triangular |A| = [T_; a;
cAl =74

|AB| = [A]|B]

| Al = | A7

Se cada elemento de uma linha (coluna) de A é zero, |[A| =0
Se quaisquer duas linhas (colunas) de A é zero, |A| =0

Se quaisquer duas linhas (colunas) de A sao id6enticas, |A| =0
Se A é nao-singular, |A| = 1/|A7!| ou seja, |[A||A7! =1

All A12
Se A =
¢ <A21 Ag

| Aga| ‘An — A12A2_21A21’

e B o B

©

) onde Aj1e Ayy sdo matrizes quadradas, |A| = | Ay | ‘Agg — Ap AT A| =
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10. Sejam Bi,xn); Clnxp) € A(pxp) ndo-singular. Temos |A + BC| = |A7||I, + A~'BC| =
|A7| |1, + CA™1B|
11. Sejam b(,x1), A(pxp) ndo-singular ,|A + bb'| = |A| |1+ b A"
12. Se B(pxn) e O(n><p) entao |[p + BC’ = ’[n + CB’

1.1.8 Inversa

Propriedades

1. (AB)"'=B1A"!

2. A tnica solucao de Az =béx = A"1b

3. Sejam A(pxp), Bpxn)s Ctnxn) € Dmxp). Se todas as inversas necessdrias existem,
entdo (A+ BCD) ' =A™ — A7'B(C~' + DA™'B)"'DA™!
caso particular Agyp), bipx1) € Cpx1y , se A lexiste (A+bct) ™t = A7 — %

4. Se todas as matrizes inversas necessarias existem , entao a matriz particionada
A1 é dada por :

— All A12 -1 _ AH A12
A= ( A21 A22 A - A21 A22
A = (A — ApAy Ay) 7!

A12 — —A11A12A;21 — _AilAlQAQQ

AP = — AP Ay AL = — Ay A A
A% = (A — 14211‘11_111412)71

1.1.4 Produto de Kronecker

Definicao Sejam A = (a;j) e B = (ap;;) matrizes de dimensao (m x n) e (p x q),
respectivamente. O produto de Kronecker , indicado por AQB = (a;;B) =
CLHB (llgB PN alnB

amlB (Zm]_B [P amnB
Def: Vec(A) Seja A uma matriz de dimensao (m x n) e ag)a i-ésima coluna de A.
Vec(A) é um vetor de dimensao (mn x 1) definido por :
(1)
a
Vec(A) = (,2)
Q(n)
Propriedades A, B,C, D : matrizes, x,y : vetores, « :escalar
. 0o(AQB) = (c«A)Q B=AQ(aB)
2. AQ(BRC)=(AQB)®C =AQBRC
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e R N

10.
11.
12.
13.

(AQ B)! = A'® B!

(A® B)(C® D) = (AC) ®(BD)

(A B) = (A @B
(A+B)RQC=(AQC)+ (BRQC)
A®(B+C) = (A®B) + (ARC)
Apxp): Bgxa): [A® Bl = |A|" B[
Vec(ABC) = (C*® A)Vec(B), se ABCexiste
T Qy = vec(yz')

@y =2y =y Qu

(Vec(A))tvec(B) = tr(A'B)
(Vec(A))'(BQ C)Vec(D) = tr(A'*CDB?)

1.1.5 Matrizes especiais

1.

2.

Matrizes ortogonais
Se A uma matriz quadrada, A é ortogonal se AA" =T

Propriedades

a(l)a(J) =lset=
(e) Se A e B sao ortogonais C' = AB ¢ ortogonal.

Matriz de equicorrelagao
E=01-p),+pJy,

1 p ... p
1 ...
E = p . p , p : numero real
p p ... 1

E7t=(1—p) (L, —p{l+(—-1)p}"",
[El=(1=pP {1+ pp—1)}
De uma forma mais geral,

c+b c c

c c+b ... c

c c ... c+b
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A7l = %In — mJn
3. Matriz Idempotente
A é idempotente de A? = A
4. Matriz Positiva definida e positiva semi-definida
A é positiva definida se ' Az > 0,Vz # 0

A é positiva semi-definida se ' Az > 0,V # 0

1.1.6 Posto de uma matriz

O posto de uma matriz A,y é definida como o niimero maximo linhas (colunas)
linearmente independentes de A; ou é a ordem da maior submatriz quadrada de A
com determinante nao-nulo. Posto(A) : r(A)

Propriedades Seja uma matriz A, )
0 <r(A) < min(n,p)
r(4) =r(4)

r(A+ B) <r(A) +r(B
r(AB) < min{r(A),r(B
P(ALA) = r(AA) = r(A
Se Binxn) € Cipxp) 880 nao-singular, entao r(BAC) = r(A)

)
)}
)

NSOt WD

Se n = p entao r(A) = p se, e somente se, A é ndo singular.

Posto de alguns matrizes
1. A=diag(a;),r(A) =ntmeros de a,s # 0
2.r(H)=n-1
3. A idempotente, r(A) = tr(A)

1.1.7 Autovalores e autovetores

Definicao

Autovalores. Seja A uma matriz de dimens@o (p x p).Aq, ...\, que satisfazem
a equagao |A — A,| = 0 sdo denominados autovalores da matriz A.Os autovalores
podem ser complexos ou multiplos.

Autovetores. Para todo autovalor \; existe um vetor v # 0 tal que Ay = \;y
onde 7 é denominado autovetor de A associado ao autovalor \;.
Em geral vamos usar os autovetores normalizados ou seja y'y = 1
1 2

A:<2 4>)\1:0,)\2:5

e () e ()
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Propriedades

1. Seja Clpxp) uma matriz nao-singular A e CAC™" tem os mesmos autovalores. Se
v é um autovetor de A para \; entao v = Cvy é um autovetor de CAC™! para
i

Prova. CAC™' — X[ = CAC~' - CC~CC ' =C(A—-\I)C!
|CAC™ — XI| = |C||A = M| |C7Y = |A = |
Ay =Xy
CACICy = \Cy
CAC'v=)\v O

1. Seja a escalar. Entao A 4+ o tem autovalores \; + a. Além disso, A e A + ol
tem os mesmos autovetores.

2. Se A(xp) € simétrica entao todos os autovalores sao reais.

1.2 Decomposicao Espectral

Qualquer matriz simétrica A(,x,) pode ser escrita como A = TAT* = Y7 | )\ﬂ(iw@)
onde A é a matriz diagonal dos autovalores de A e I' é uma matriz ortogonal cujas
colunas sao os autovetores normalizados de A.

1.2.1 Propriedade

1. Se Agpyxp) ¢ uma matriz simétrica nao-singular entao para qualquer inteiro n,
A" = diag(\?) e A" = TA"T.

2. Se todos os autovalores de A sio positivos, A™/* = TA™/*T* onde A™/* = diag(\)'*),
para inteiros s > 0 e 7.
obs: Se alguns dos autovalores de A sao iguais a zero, ento os resultados anteriores
sao validos se os expoentes forem nao-negativos.

Prova. por indugao

U

Casos Especiais A?> =TATt; A~' =TA-'T*; A~1Y/2 =TA-Y2T,

Propriedades de A~1/2

(A—l/Q)t — A—l/z

A1/2A1/2 — A

A1/2A—1/2 — A—1/2A1/2 -7

A—I/QA—I/Q — A1

Seja A simétrica entao o posto de A é igual ao niimero de autovalores nao nulo

de A

Otk W
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Prova. A =TAI'*

Ll e

r(A) = r(TAT?) = r(A)
U
Se A(pxp) € simétrica , entao :
tr(A) =%\
det(A) =TI7_, \;
Uma matriz simétrica A tem posto 1 se, e somente se, A = za! para algum z.
Entéo, o tinico autovalor de A nao-nulo é dado por tr(A) = tr(za?) = za’.

Seja J = 11'. Temos que r(J) = 1 e que o tUnico autovalor nao-nulo de J é
11 = p e o autovetor correspondente é 1,,.

Seja E = (1 — p)I + pJ, os autovalores de F sao \y =1+ (p—1)p,\y = ... =
Ap = 1 — p e seu autovetores de E sao os mesmos de J

Se A, é simétrica e idempotente entao A\; = 0 ou 1, Vi.

1.3 Formas Quadraticas

Definicao

Uma forma quadratica no vetor x é uma funcao da forma :
Q(x) = 2'Ax = 3, >, xa;52; onde A é um matriz simétrica.

Propriedades

1. Q0)=0

2. Q(x) é positiva definida se Q(z) > 0, Vx # 0

3. A simétrica é p.d. (p.s.d) se Q(x) é p.d. (p.s.d.)
Para qualquer matriz simétrica A, existe um transformacao ortogonal y = I''w
tal que z' Az = 3, \iy?.
Prova. Sabemos que A = T'AT? | seja y = I'z. Logo
I'y=IT'% = 2' =¢'T"
vt Az = y'T'AT y = y'T'TAT' Ty = y'Ay = 3, \iy?.

U]

4. Se A > 0 entao \; > 0,Vi

5. Se A>0entao \; > 0,Vi

6. Se A > 0 entao A é ndo-singular e |A| >0

7. Se A >0 entao A~ >0

Prova. A~' =TA~'T?
y =TIz tal que 2! A 1z =3, )\LyzQ
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t'A7 e = y'TPATIT y = y'T'TAI I Ty = y'A™ly = 3, +y7. > 0, pois \; >
0,y # 0.

O

8. Qualquer matriz A > 0 pode ser escrita como A = B? onde B é uma matriz
simétrica.
Prova. Sabemos que A = I'AT?, seja B = TAY?T* entao B = TAY2T!TAY2T =
CATt = A
O
9. Se A >0, A(pxp) entao para qualquer matriz C de ordem (pxn) temos C*AC > 0
10. Se A > 0 e C nao-singular (p = n) entao C*AC > 0

11. Se A > 0 e B > 0 matrizes de ordem (p X p) entao todas as raizes caracteristicas
nao-nulas de B~'A sao positivas.

Interpretagio Geométrica Seja A uma matriz positiva definida. Entao (z—a)' A~ (z—
a) = C? representa um elipséide em dimensao p. O centro do elipsoide é z = a.

1.4 Inversa Generalizada
Definicao : Seja a matriz Ag,x,). A~ € a g-inversa ou inversa generalizada de A se
AA~A = A. A g-inversa sempre existe, embora possa nao ser unica

1. Se r(A) =r e Aqxp) entao as linhas e colunas podem ser rearranjadas de modo
que Aq1(r X r) seja nao-singular . Logo uma g-inversa é dada por

([ Ad o
Am= ( 0 0
2. Se A(pxp) € nao-singular entdo A~ = A~! e é tinica
Teorema Seja G uma g-inversa de X'X
1. G' é uma g-inversa de X*X
2. GX' ¢ uma g-inversa de X

3. XGX"! nao varia com G
4. XGX*' é simétrica mesmo que G nao o seja.

1.5 Diferenciacao de Vetores e Matrizes

1. Seja a um vetor de constantes
alr =ata =M\ =ayxy + asra + ...+ ap,

a1
N _
ox

ap
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T @13 ... Qp
Lx = : e A=
Tp Api .- Qpp
xtA = ( A A N ) onde \; = X8_; xja
2288 OAp
Ox1 Tt Oxq
xtA . ) ) -
=1 i |=A
2288 Op
Oxp "7 Oxzp

. Formas Quadraticas

Q(z) = 2' Az, A simétrica
t A 2 2
' Ar = apx]+ ...+ AppTy + 20127172 + ...+ 20 1)pTp-1Tp
Ozt Ax

71 2&11231 + 2(1121'2 + ...+ 2alpmp
t
orar _ || 2 ; — 24X
Oz" Az 204,171 4 2a,070 + ...+ 2a,,T
Oy pl-t1 p2b2 T pptp

1.5.1 Resultados

o S S e S O
=W = o

© 00N U W

Ll

0A=0

d(alU) =alU

AU +V) = U +aV
oUV) = (0U)V +U(V)
oUt = (0U)!

dvec(U) = vec(0U)
otr(U) = tr(0U)

A7l = —A719AA7!

J(B'X)=B

I(X'Ay) = Ay

O(X'X) = 2X

I(X'AX) =2AX se X é simétrica
H(Y'AX) =Y B!

A(YIXY) =YY"
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Vetores Aleatdrios

Um vetor aleatorio é um vetor cujos elementos sao variaveis aleatérias. Similarmen-
te, uma matriz aleatéria é uma matriz cujos elementos sao variaveis aleatérias. Os
vetores aleatorios sao também chamados de varidaveis aleatérias multidimensionais.
O Valor esperado de uma matriz aleatéria é uma matriz consistindo dos valores
esperados de cada um de seus elementos. Seja X uma matriz aleatéria p x n,
X = (Xi;), se existem os valores esperados E(X;;),

Se (a matriz de valores esperados)X e Y tém mesma dimensao p X n e s@o
matrizes aleatérias e A e B sao adequadas matrizes constantes,

E(X+Y)=EX)+ E(®Y)

E(AXB)=AE(X)B

2.1 Vetor de médias e Matriz de covariancias

Seja X,pxleE(X;)=p,i=1,...,p,Cov(X;, X;) =04,1,7 =1,2,...,p, entao

H1 011 012 ... O1p

2 091 0929 ... 091
denotamos E(X) por u= | . | e Cov(X) por ¥ = _1

Hp Opt Op2 ... Opp

Se X; e X sdo independentes entao Couv(X; X;) = 0. H& situagdes em que
Cov(X;, X;) = 0 mas X; e X; nao sao independentes.

Xl E(X1> M1
- X2 E(X3) 2
Por definicao E(X) = E| . = : = : =peCow(X) =
Xp E(Xp> Hp
X — M1
Xy — o
EX —p)(X —p)=E : (X1 =) (Xp—p2) oo (Xp—pp) =
Xp = iy
(X1 = p)(Xy =) (Xy =) (Ko —p2) - (Ko = pa) (X — pap)
(Xo = p2) (X1 = pn) (X2 = p2) (X —p2) o (Xo = p2) (X — 1)

:E =

(X, — i) (X — 1) (X — 1) (X — p12) - (X — 1) (X — 1)
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(X1 —pu)? (X1 =) (Xa —p2) oo (Ko = ) (X = pap)
_E (X2 = p2) (X1 — ) (X — p2)? o (Ko = p2)(Xp —pp) |
(X =) =) (=)o —pa) o (=)’

onde Oii — 0'1-2,0'1']' = 0jj-

2.1.1 Matriz de Correlacao

Uma medida de correlacao linear entre X; e X; é dada pelo coeficiente de correlacao

. . 0'1 . ~ 7 . .

linear simples p;; = ﬁ O coeficiente de correlagao é obtido da matriz de
L pi2 oo pyp

covariancia-variancia . A Matriz de correlagao p = : 1 .. pode
Pp1 Pp2 .- 1

ser obtida por p = {(Vl/Z)*E(VUZ)_l} onde

A/O011 0 0
0 A/O029 ... 0

viE=1 . o . |e
0 0 -/ Opp
o 0 ... 0
—1/2
V12 0 0221/ . 0
. . . _:1 )
0 0 ... o,/

Outra relacdo importante é ¥ = V/2pV1/2 Assim ¥ pode ser obtida de ¥ pode
ser obtida de p e V'/2 enquanto p pode ser obtida de ¥.

Matriz de covariancia Particionada

Frequentemente as caracteristicas observadas num experimento podem ser clas-
sificadas em dois grupos. Por exemplo, em observando-se estudantes as variaveis
socio-economicas podem formar um grupo, enquanto o desempenho académico é
composto por outro grupo de variaveis. Em geral, particionando o vetor X em dois
grupos de varidveis, digamos, XV (g x 1) e X®, (p — ¢q) x 1, obtém-se
XM E(XM) pd)
EX)=E]| ... = =1 ...
X@ E(X®) w?
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x@
Cov(X)=Cov| ... |=EX —p)(X —pn)
X©®)
X _ 0 |
=F (XM — Oy (X - u(”)t)
X© _ @
(XD — Y (XD — )XW Z Oy (X@ _ )y N
=F e o . =
(X(2) — M(Q))(X(l) — M(l))t LX) - M(Q))(X@) — ,u(2))t Y01

Yo =X,

12
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2.2 Lista de exercicios

1. Seja a variavel aleatoria bidimensional X, px1,p = 2. X; e X, sao v.a. discretas
independentes com as seguintes fungoes de probabilidade,

(a)

T -1 0 1 i) 0 1
p(z;) 0,3 0,3 0,4 p(z;) 0,8 0,2

Calcule :
(b) E(X),Cov(X)

(¢) E(AX),Cov(AX) para A = ( bl >

1 -1
(d) pu
Comente

1. Verifique que para o vetor aleatério X = (Xq,...,X,)"

(a) Cou(X; +a,X; +b) = Cov(X;, Xj), aeb constantes

(b) Cov(aX;,bX;) = abCov(X;, X;), a e b constantes

(¢) Para combinagoes lineares das varidveis componentes de X, a' X e b' X, Cov(a' X, 0' X ) =
a' 3 b, forma bilinear.

2. Se A e B sao matrizes constantes (1 X p) e (s X p), respectivamente e Y = AX,
Z = BX sao duas transformacoes da variavel aleatéria X entao :

Cou(Y,Y) = AX A", Cov(Z,Z) = BEB!, Cov(Y,Z) = ALB?
3. Dado E(X) = p, Var(X) =%, Cov(X;, X;) =0,Vi # j
Calcule |3, (X — p)!'S 1 (X — p)
Verifique que p = (V/2)I5(VI/2) =1 com VI = diag(\/07), i =1,...,p

25 =2 4
4. Seja X talqueX=| -2 4 1
4 1 9

Verifique que ¥ = V({1/2)p1/(1/2)

)

b) Encontre os valores e vetores préprios de X
)

) Encontre a correlacao entre X; e

Xo+X3
7



CAPITULO 3

Distribuicao Normal Multivariada

A generalizacao da familiar densidade normal para varias dimensoes tem um funda-
mental papel na analise multivariada. Enquanto dados reais nunca sao exatamente
normal multivariados, a densidade normal é frequentemente uma 1til aproximacao
para a veradadeira distribuicao da populacgao.

Uma vantagem da distribui¢cao normal multivariada é que ela é matamaticamente
atrativa, dela obtendo-se excelentes resultados. Mas estatisticamente, duas outras
razoes sao as que indicam o uso da distribuigao normal.

Primeira, distribuicoes amostrais de muitos estatisticos multivariados sao aprox-
imadamente normais, devido ao efeito do teorema do limite central. Em segundo
lugar, a distribuicao normal serve como modelo aproximado para certos fenomenos
naturais.

3.1 Densidade e propriedades da distribuicao normal multivariada
3.1.1 Definicao 1

Sabemos que a distribuicdo normal univariada, com média ;1 e variancia o?, tem

funcao de densidade de probabilidade f(x) = \/2;7 exp {—; (T‘)Q} , —oo <<
0.

X ~ N(u,0?) implica que P(u —0 < X < pu+0) 20,68¢e P(p—20 < X <
[+ 20) = 0,95.

A densidade normal multivariada é a generalizacao da densidade normal univari-
ada para dimensoes p > 2. O termo (%)2 = (z — p)(0?) " (x — p) é generalizado
para (z — p)'Y 7 (z — p) que é a distancia quadrada generalizada (distancia de
Mahalanobis), quando ¥ admite inversa. Em outro caso a densidade nao é bem

definida. Também o termo \/ﬁ = (27)7"/2(¢?)7'/2 deve ser modificado para uma

4

constante mais geral para tornar o ‘ volume’ (no caso multivariado as probabil-
idades sdo representadas por volumes sob a superficies na regiao definida) sob
a superficie da fun¢ao de densidade multivariada unitaria para qualquer p. Essa
constante serd (27)?/2 %72

Consequentemente, para > definida positiva, a funcao de densidade de uma
variavel X ~ N, (i, X) serd
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1
fla) = @ry s e =S - p)E T a- )
—00 < x;<o0,t=1,2,...,p.

3.1.2 Defimgao 2

Dizemos que X tem uma distribuicao normal multivariada p—variada se e somente
se a'z tem distribuicao normal univariada para todo a fixado.

Se X tem distribuigdo normal multivariada p—variada entao cada um dos ele-
mentos de X, ou seja, X; , ¢ =1,...,p tem distribuicao normal univariada.

Se todas as p(p — 1)/2 covariancias s@o nulas, as p componentes de z sao inde-
pendentemente distribuidas e

f(z) = fi(z1) fa(z2) . .. fp(z,), consequentemente,

F(x):/x;--~/x;f(x)d$1...dxp:

= /xl f(xy)dxy /m flza)dzy - - /xv f(zp)dr, =

—00 —00 — 00

= Fl(.Il)Fl(SL’l) e Fp(l'p).

A densidade normal multivariada é constante nas superficies onde a distancia
(x — p)'S7 (2 — p) é constante. Esse corte é chamado de contorno.

O contorno de uma densidade de probabilidade constante é a superficie de um
elipséide centrado em p e é igual ao conjunto de pontos {x : (z — pu)'S 7 (z —
p) = c?}. Esses elipséides tém eixos d=cy/Ase;, onde (\e;) é um par de autovalor-
autovetor da matriz 3.
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As figuras a; e ap mostram as distribuicoes de duas binormais, na primeira X,
e X5 sao independentes, na segunda X; e X, tem correlacao de 0,75. As figuras
by e by sdo contornos de 50% e 90% para duas Na(u,X), X7 e Xy independentes
ou correlacionadas. A figura by mostra contorno de densidade constante para uma
normal bivariada com 011 = 099 € p12 > 0.

O elipséide sélido dos « tais que (z — p)'S "' (2 — p) < x2() tem probabilidade
(1—a), para X ~ N,(u,X) e X?g sendo 0 aw—quantil superior da qui-quadrado com
p graus de liberdade.

3.1.83 Propriedades da Distribuicao normal multivariada

Seja X ~ N,(u,X) , entao sao verdades

1. Combinacoes lineares de componentes de X sao distribuidas normalmente :
X ~ Ny(11,2) = a'X ~ N(a'p,a'Sa)
2. Todo subconjunto de componentes de X tem distribuicao normal multivariada.

X ~ Np(1, ), Aggupy = AX ~ Ny(Ap, AL AY)

axp

3. Covariancia zero implica que as correspondentes componentes sao independen-
temente distribuidas.

X ~ Ny(p, X) = [cov(X;, X;) <= X, independente X

(a) Seja X ~ N,(11,%) e Y = N7V2(X — ) onde 712 6 a raiz quadrada simétrica
positiva definida de ¥ 1. Entao Y3, Y5, ..., Y, sao independentes e Y; ~ N (0, 1)
para todo i.

(b) Se X ~ N,(u,X) entdo E(X) =p, Var(X) =X

(¢) Se X ~ Ny(p, %) entdo U = (X — p)' 271X — p) ~ X

(d) Se X ~ Np(,u, E) , A(qxp), C(qxl) eY=AX+C=Y ~ Nq(A,u + C, AZAt)

Funcao caracteristica

Seja X um vetor aleatério (p x 1). A fungao caracteristica de X é definida como

t

$a(s) = E(e"7)

4. Seja X' = (X}, X%). Os vetores aleatérios X; e X, sdo independentes se, e
somente se,

$2(5) = ¢x,(51)dx, (52) onde s" = (s}, 53).
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5.

10.
11.

12.
13.

14.
15.

16.

Se X e Y sao vetores aleatérios (p x 1) independentes entao ¢x 1y (s) = ¢x(s)+
Py (s)

Se X ~ N,(u,%) <= dx(s) =exp {istu — %stZs}

Dois vetores conjuntamente multinormais sao independentes se, e somente se sao
nao correlacionados.

Se X ~ N,(u, X) entdo AX e BX sao independentes se, e somente se ALB! = 0.

. Distribuic¢oes condicionais das componentes sao multinormais :

X ~ Ny, B) = XD | X® 0 N (a2, Sijo),

onde piy2 = pq + Y1250 (T2 — pi2),
Y = Y11 — Y1955 S

X ~ Ny(p, X),d um vetor de constantes = (X + d) ~ N,(u + d,X).

Todos os subconjuntos de componentes de X sao normalmente distribuidas. Se
particionamos X, seu vetor de médias p e matriz de covariancia Y. Seja X; e Xy
com dimensao q e p-q respectivamente, isto é

X U1 Yoot Yo
X: [ , U= [ 72: [P [T e entéoXlNNq<lul7211)e
X2 Ha Sn 1 Do
Xo ~ Nq(ﬂ% 222)
X; e X s@o independentes se e somente se Cov(X; , X3) = 315 = 0.
Se X; e X, sao independentes e X7 ~ N, (11, X11) € Xo ~ Ny, (2, Xoo) respec-
X3 i Ynu 0
tivamente’ entéo [ ~ q1-+q2 [ , E — e e [
Xy 2 0 Yy
Se X ~ Np(u,X) e |X] >0, entdo (x — p)'S" (2 — p) ~ X
Se X ~ N,(11, %) e || > 0, entdo o elipséide sélido { (z—pu)' S (z—p) < x2(a)}
tem probabilidade (1—c), com x7(c) sendo o a—quantil superior da distribuigao
qui-quadrado com p graus de liberdade.

Se X1, Xs,...,X, sdao mutuamente independentes com X; ~ N,(u;,X), com
mesma matriz de covariancia X entao Vi = c; Xy+coXo+. . .+¢, X, ~ Ny(pvy, Xvy)

_ n ) _ n 2 4 3 — n X .
com iy, = 351 Cifty e Yy, = (X7 ¢;). Além do mais V; e Vo = X7, b; X
sao conjuntamente normais multivariadas com matriz de covariancias

(XF, )z bieX
bl O EN)Y

Jj=17j
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Consequentemente V; e V5 sao independentes se bic = i_1bjc; = 0,isto €, os
vetores b e ¢ sao perpendiculares.

Considerando todos os possiveis valores de x5, podemos escrever a variavel pq +
21222_21(952 — p2) como predicao da distribuicao condicional de X;. A diferenca
entre X; e a predicao da média da distribuigao condicional de X; é o vetor X;5 é
chamado de conjunto de variaveis residuais.

Xio=X1 — 1 — Y1955 (79 — pi2)

Em populagoes multinormais as variaveis residuais e as fixadas sao distribuidas
independentemente.
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3.2 Lista 2 de exercicios de Analise Multivariada

1. Considere uma populagao normal bivariada com p; = 0, o = 2, 011 =2, 099 = 1
€ P12 = O, 5.

(a) Escreva a densidade desta normal

(b) Apresente a expressao da distancia quadrada generalizada (z — u)'S 7 (z — p)
como uma funcdo de x; e .

(¢) Determine o contorno de densidade constante que contém 50% de probabili-
dade. Esboce o grafico do contorno.

(d) Especifique a distribui¢ao condicional de X7, dado Xy = x5 para a distribuigao

—X1 , S€ _]-SXlSl

2. Sejam X; ~ N(0,1) e Xy = { X, em outro caso.

(a) Mostre que Xs tem também distribuigdo normal
(b) Mostre que X; e X3 nao tem distribuigao normal bivariada

1 11
3. Seja X ~ N3(u, X)) com p=(2,-3, 1)) eX=| 1 3 2

1 2 2
(a) Encontre a distribuicao de 3X; — 2Xs + X3
(

X -
b) Determine um vetor a(x1), tal que X; e [XQ —at ( ! N sao independentes.

)

) X

(¢) Determine a distribuigao de X3 dado X; = x; e X5 = 29

(d) Verifique que na questao acima (X, X») ¢ independente da varidvel residual.



CAPITULO 4

Amostras Aleatorias

4.1 Introdugao

Uma observagao multivariada é o conjunto de medidas de p diferentes variaveis na
mesma unidade de analise. Tomando-se n observagoes, a massa de dados pode ser
arranjada em uma matriz de dados X como

T11 X1z o Tip
11 T11 o T11

X(an) = . = ( Ty, T2, ... Tn )
xpl :sz e xpn

Cada coluna de X representa uma observacao multivariada e a matriz X é uma
amostra de tamanho n de uma populacao n de uma populagao p—variada. Cada
coluna reoresenta um ponto num espago p—dimensional, fornecendo informacao
sobre sua locagao e variabilidade além de associagao linear.

O vetor média amostral T é obtido como combinagao linear das colunas de X,
ou seja,

1/n
n 1/n
_ 1 X / :le
n

1/n
Se os pontos sao considerados esferoides o vetor de médias, T, é o centro de
gravidade. A matriz S de variancia e covariancias amostral indica a variagao nas

varias direcoes do sistema. O determinante da matriz de variancia e covariancias
amostral é uma medida nimerica da variabilidade total.

S11 S12 - Sip
1 n 1 n S21 S22t S2
. _ .\t P
= > wl —nzT'| = > (2 —7) (x;—7) = .
n—14 n—1%
i=1 i=1
Sip S2p "t Spp

A matriz de covariancia amostral contém p variancias e %p(p — 1) covariancias.
A variancia amostral generalizada é o determinande de S e representa a variagao
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expressa em S. A fragilidade da variancia generalizada pode ser mostrada nas
seguintes treés matrizes de covariancias as quais tem mesma variancia generalizada
e diferente estrutura de correlagdo, nao detectada por det(S5),

5 4 5 —4 3 0
s (G5)s= (005 ) = (00)
p1 > 0, pp<0ep3=0

A matriz de dados X pode ser considerada como uma observacao da matriz

X1 X o0 Xy
Xo1 Xoo -+ Xo
aleatéria ] ) ] " composta dos vetores colunas ( X, Xy oo X, ) )
Xp1 Xpo o Xpm
Se os vetores colunas Xi,...,X, representam independentes observacoes de
uma distribui¢do comum, com funcdo de densidade f(x) = f(z1,...,2,), entao
Xy, Xo,..., X, formam uma amostra aleatéria de f(z). Entao f(xy,...,z,) =
flan).flx2). ... f(zn) onde f(z;) = f(@1), @9y, .., 2p))
As medidas das p varidveis em uma uinica observacao X; = (Xyj,...,X,;), serdo

em geral correlacionadas.

As medidas de diferentes observacoes devem ser no entanto independentes.

A violacao da hipétese de independéncia entre cada observacao pode causar sérios
impactos na qualidade da inferéncia estatistica. Observacoes através do tempo sao
um exemplo desta situacao.

4.1.1 Resultados sobre a variancia generalizada , |S| :

1. Em qualquer andlise estatistica, |S| = 0 significa que as medidas de algumas
variaveis devem ser removidas do estudo.

2. Se n < p (isto é, o nimero de observagoes é menor ou igual ao numero de
variaveis observadas), entdo |S| = 0 para todas as amostras.

3. Se a combinacao linear a’X; tem variancia positiva para cada vetor constante
a # 0 esep<n,entdo S tem posto completo com probabilidade 1 e |S| > 0.

4.1.2 Variancia Total Amostral

Outra generalizacao da variancia ¢ definida como a soma dos elementos sa diagonal
principal e é chamada de variancia total amostral, >0 s;; = s11 + S12+ ... + Spp.

4.2 Amostras Aleatdérias de uma Distribuicao Multinormal

Seja X1, Xs,..., X, uma amostra aleatoria de uma populacao p—variada com o
vetor de médias i e matriz de covariancia . Desde que X3, Xs, ..., X, sao mu-
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tuamente independentes e com uma distribui¢do comum N, (i, X), a funcao de
densidade conjunta de todas as observacoes é o produto das densidades normais
marginais,

le,...Xp(mla e ,l’n) = le (Il).fx2(I2) ..... an LL’n = H

s 1 & t—1
= H{Wmn/z {—QZ(%’—M)Z (fffj—ﬁb)}}

J=1
Quando considerada como uma funcao de p e X esta funcao de densidade con-
junta é a funcao de verossimilhanca.

4.3 Estimacao de Maxima verossimilhaca de p e X para N,(u,X).

Consideremos uma amostra aleatéria de uma N, (p, X). A fungao de verossimilhan-
¢a dada acima serd denotada por L(u,3l) para ressaltar que é uma funcao de p e
Y. Apos algumas manipulacoes algébricas, podemos reescrever esta funcao como

1
L(p, ) = (2m) "2 |5 ™2 exp {—2157"

=1
Seja X1, Xo, ..., X, uma amostra aleatoria de uma populagao normal com média
|4 e covariancia . Entao ,

S - X)X, - X) = s

sao os estimadores de maxima verossimilhanca de p e ¥, respectivamente. Seus
valores observados sao

Pela propriedade da invariancia, se f ¢ um estimador méxima verossimilhanca
de 0, entdo o estimador maxima verossimilhanca de uma fungao de 6, seja h(0), é
dado por h(@) Assim sendo o estimador maxima verossimilhanca de p, mattriz de
correlacao de X ¢é p,ou seja,

p = diag(o;;'*)Sdiag(oy; %) = £(2)
po= f<i>:dwg<o—ﬁ *)Xdiag(6,,'"*), onde

ﬁ,. - Y
Y (6:6:)"*

D (i(% —T)(x; = 7) 4 n(@ - p)(@ - )

Ii
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Propriedades

1. Se X(pxn) ¢ uma matriz de dados da N,(p,X) e X = n 'X1 entdo X =
Np(p,n~'%)

2. E(X)=peVar(X) = %Z

3. B(Y) = %, E(S) =%

4. Se X ¢é uma matriz de dados da N,(p,X) ese Y = AXB e Z = CXD, entao os
elementos de Y sao independentes dos de Z se, e somente se,

BYD'=0o0u A'C =0

Teorema do Limite Central

Sejam X1, X5, ..., uma sequéncia infinita de vetores aleatorios indenticamente in-
dependentemente distribuidas de uma distribuicao com média p e . Entao

V23S (X — ) = n V(@ — ) B ON,(0,%)

r=1



